Drittes Ergebnis: Die TERM-Bibliothek


Einleitung


TERM ist eine Bibliothek für symbolisches Rechnen. Es werden Datentypen (Klassen) für Zahlen und Variablen angeboten, mit denen soweit als möglich (zB. r=1^-2; ist  nicht möglich) wie mit internen Typen gearbeitet werden kann. Zum Beispiel:


Term a=2; Term b=3; Term var=„x“;	// Variable als String�Term res=a*x/b;								// gibt: 2*x/b oder 2*x*b^-1


Dazu wurde eine Klassenhierarchie entworfen, die in den folgenden Kapiteln vorgestellt wird.


Klassenhierarchie


TermABC


Die Klasse TermABC ist die Basisklasse aller folgenden Klassen. Sie enthält die den mathematischen Grund�operationen entsprechenden Methoden Plus(), Multiply() und Power() mit je zwei Parametern fürs Argument und eine Angabe, ob symbolisch, numerisch oder normal gerechnet werden soll. Zusätzlich enthält diese Klasse Vergleichsoperatoren wie >, < oder == und eine Methode Numeric().


Direkt von TermABC abgeleitet sind zwei Spezial-Klassen für ungültige (das heisst „keine“) und fehlerhafte Terme. Mathematisch unmögliche Berechnungen liefern das Fehler-Objekt (siehe � REF _Ref306789919 \n �2.3.3.2�), die Methoden der weiteren abstrakten Basisklassen geben das ungültige Objekt zurück, wenn (noch) nichts berechnet werden konnte (siehe unten).


hTerm und Term


Da die allermeisten Methoden neue Term-Objekte zurückgeben und wir mit abstrakten Basisklassen arbeiten, werden diese Rückgabewerte natürlich über Handles gelöst; siehe Kapitel � REF _Ref306388528 \n �3.4�. Die Klasse hTerm ist ein non-trivial Handle für TermABC. Die Klasse Term ist von hTerm abgeleitet und unterscheidet sich nur wenig: Während hTerm-Objekte intern in der Bibliothek verwendet werden, muss der Benutzer immer mit Objekten der Term-Klasse arbeiten: Sie entfernt bei einer Umwandlung nach String das äusserste Klammerpaar und wird Exceptions abfangen (siehe Kapitel � REF _Ref306570253 \n �2.3.3.1�). 


Operator-Klassen


Neben obigen Spezialklassen sind zwei Hauptstämme von TermABC abgeleitet; erstens die Operator-Klassen und zweitens die Operand-Klassen (nächstes Kapitel).


PowerClass


Diese Klasse repräsentiert Potenzen. Sie verwaltet intern zwei hTerm-Objekte für die Basis und den Exponenten. Die Power()-Methode dieser Klasse gibt beispielsweise eine Potenz mit gleicher Basis und altem Exponent multipliziert mit dem Argument zurück; (b^e)^q = b^(e*q).


Das Multiplizieren im Exponenten wird je nach Typ des alten Exponenten in einer andern Klasse wegen Polymorphismus automatisch numerisch oder symbolisch durchgeführt.


MultiplyClass


Die Multiply-Klasse arbeitet intern mit einer Liste, worin alle Faktoren der entsprechenden Multiplikation abgelegt sind. Die Struktur eines Terms ist also kein binärer Baum; eine Multiplikation wie 2*a*b wird nicht als (2*a) * b oder 2 * (a*b) abgelegt sondern „linear“ als 2*a*b. Sobald andere Operationen als Multiplizieren ins Spiel kommen, wird natürlich trotzdem ein Baum erzeugt, aber kein binärer.


PlusClass


Die Plus-Klasse arbeitet wie MultiplyClass mit einer Liste für alle Summanden. Die Power()-Methode gibt beispielsweise eine neue Summe zurück, die gemäss mathematischen Regeln (binomischem Lehrsatz) aufgebaut wird.


Subtrahieren und Dividieren


Es gibt keine Klassen um zu Subtrahieren und Dividieren. Eine Subtraktion a-b wird von der Interface-Klasse hTerm in eine Addition mit Multiplikation wie a+(-1)*b umgewandelt und die Division a/b in eine Multiplikation mit Potenz wie a*b^-1. Damit wird Code und Fehlermöglichkeiten gespart; Kap. � REF _Ref306792880 \n �2.3.4.6�.


Operanden-Klassen


Die Operand-Klassen sind aufgeteilt in die drei Typen Numerical für grundsätzlich alle Zahlen, Variable für Variablen und die abstrakte Klasse Special für anderes.


Numericals: Natural & Approximate, Integer & Real


Die Zahlentypen werden unterschieden nach natürlichen Zahlen und Näherungen. Objekte, die von Natural abgeleitet sind, haben einen genauen Wert und rechnen auch mathematisch genau; nicht nur theoretisch. Im Moment gibt es nur die Natural-Klasse Integer, die einen vorzeichenbehaftetes Word repräsentiert.


Ganz anders verhalten sich Approximate-Klassen: Die bisher einzige Implementation dieses Typs ist ein Real. Diese Objekte verhalten sich, wie man es von jedem billigen Taschenrechner gewohnt ist. Die TERM-Bibliothek erzeugt nur auf spezielle Anweisung Approximate-Objekte; im Normalfall wird mit Naturals oder symbolisch gerechnet!


Man beachte, dass keine Klassen für rationale Zahlen (Brüche) vorgesehen sind. Brüche werde entweder durch einen Term (1*2^(-1)) oder auf Wunsch angenähert durch Approximate dargestellt.


Variable


Diese Klasse bildet einerseits das Herz des symbolischen Rechnens und ist andererseits doch relativ trivial: Sie speichert in einem String den Bezeichner einer Variable. Ihre Methoden erkennen grundsätzliche mathematische Zusammenhänge; eine Multiplikation oder Addition einer gleichen Variable wird ev. in eine Potenz oder ein Produkt übersetzt. Objekte dieser Klasse speichern (im Moment?) keinen Wert der Variable.


Special, zB. Infinite


Mit dieser Klasse könnten „unendliche“ Werte verarbeitet werden; zum Beispiel als Rückgabewert von 3/0. Diese verhalten sich sehr speziell: Alle drei mathematischen Methoden liefern unabhängig vom Argument einfach wieder ein Infinite-Objekte zurück. Dies ist noch nicht programmiert.


Offene Probleme


Identität und Vergleich


Der Vergleich zweier Terme bedingt für kommutative Operatoren eine eindeutige Ordnung; sonst werden Terme wie a+b und b+a als unterschiedlich betrachtet. In diesem Beispiel kann ganz trivial definiert werden, dass Variablen aufsteigend sortiert werden. Wie ist es aber bei einem Vergleich von beispielsweise Multiplikation und Potenz? Soll im Ausdruck (b*c)+(a^2) der erste oder zweite Summand grösser sein und damit an erster Stelle stehen? Diese Probleme sind noch nicht definitiv gelöst.


Anpassung bestehender Klassen bei Erweiterungen


Bei den Argumenten der Methoden Plus(), Multiply() und Power() versagt die statische Typbindung von C++ und Polymorphismus hilft auch nicht weiter. Es gibt eine Regel, die verlangt, dass bestehende Klassen bei der Erweiterung der Klassenhierarchie nicht geändert werden sollen. Dies ist hier leider nicht machbar: Angenommen wir erweitern die Bibliothek später um eine Klasse für komplexe Zahlen. Die Power()-Methode von Integer werde nun mit einem komplexen Argument aufgerufen. Da diese Methode programmiert wurde, als komplexe Zahlen noch nicht vorgesehen waren, kann dieser Typ gar nicht speziell behandelt werden. Ich stehe hier vor einem (noch?) ungelösten Problem.


Überlauf


Wie soll sich zum Beispiel ein Integer-Objekt mit Wert 70’000 bei einer Multiplikation mit 10 verhalten? Eine Integer-Objekt kann das numerische Resultat 700’000 nicht aufnehmen. Darf und soll ein Objekt eines andern Typs mit grösserem Wertebereich zurückgegeben werden? Wenn ja, welchen Typs? – Die derzeitige Implementation behandelt die Anforderung symbolisch und speichert das Resultat als 10*70’000.


Ausklammern


Das Ausklammern erwies sich als schwierig und ist theoretisch nicht befriedigend und praktisch überhaupt noch nicht gelöst. Es wäre relativ einfach, eine Ausklammerung im Falle von a^2+2a zu finden; wie soll aber die ausmultiplizierte Form von (a+b+c)^10 wieder geklammert werden??


Mehrere Lösungen


Der Term 4^(1/2) hat bekanntlich zwei Lösungen; im komplexen je nach Exponent ev. sogar noch mehr. Wie machen wir das? Die Power() Methode kann nur ein Objekt zurückgeben. - Es müssen Lösungsmengen zurückgegeben werden können. Eine Operation auf eine Lösungsmenge soll einfach auf alle enthaltenen Elemente abgebildet werden. Siehe auch � REF _Ref306794307 \n �5.5.1.3�.


Rechnen mit Variablen ohne Wertebereich


Ist 0x wirklich immer 0? Vielleicht ist x auch 0, dann wäre das Ergebnis undefiniert. Möglicherweise sollten Variablen einen Wertebereich haben. Falls 0 darin ausgeschlossen ist, wird 0x zu 0 vereinfacht. Andernfalls muss es entweder unvereinfacht stehenbleiben, oder der Wertebereich von x könnte automatisch eingeschränkt werden; eine Zuweisung von 0 an x wäre dann ungültig.


Diskussion


Die grundsätzlichen Ziele des Projekts konnten verwirklicht werden. Da ich jedoch auf einige unerwartete Schwierigkeiten stiess, hat sich die Entwicklung immer wieder verzögert. Vom angestrebten Ziel einer möglichst vollständigen Bibliothek à la Mathematica-Light ist diese Version noch weit entfernt.


Erweiterungsmöglichkeiten


Natürlich denkt man immer etwas weiter. Hier einige Ideen, wohin das TERM-Projekt noch führen könnte.


Mathematisch


Komplexe Zahlen


Komplexe Zahlen müssen in einem der nächsten Schritte unterstützt werden. Durch die Klassen-Struktur ist dies relativ einfach durchzuführen: Entweder wird eine neue Klasse vom Typ Special eingeführt, welche die imaginäre Zahl i repräsentiert, oder Numeric erhält eine Unterklasse namens Complex die den Real- und Imaginärteil einer solchen Zahl aufnimmt.


Eine andere Erweiterung des Zahlenbereichs stellen irrationale Zahlen dar, die mit den bisherigen Klassen nur unzureichend erfasst werden können: Eine irrationale Zahl wie PI oder e würde durch ein Approximate-Objekt mathematisch nicht ganz korrekt repräsentiert.


VLN - Very Large Numbers


Es würde mich reizen, neben der Natural-Unterklasse Integer eine weitere Klasse für genaues Rechnen zur Verfügung stellen zu können: Eine, die mit beliebig vielen Stellen rechnen kann. Die mathematisch exakte Multiplikation von zwei hundertstelligen Zahlen wäre dann machbar... Solche Routinen könnte man aus irgendeiner math. Bibliothek (zB. CEPHES) übernehmen um von einer VLN-Klasse nur verwaltet zu werden.


Mengenrechnen


Sowohl das Erweitern von Variablen um Wertemengen wie die Lösungsmengen sind darauf angewiesen, dass Mengen als mathematische Strukturen unterstützt werden. Mit den Container-Klassen der ALIB wird dies ohne grossen Aufwand möglich sein.


Fehlerrechnen


Man könnte Numerical neben Natural und Approximate eine weitere Unterklasse verpassen, die zwar auch nicht exakt rechnet, aber sich erheblich mehr „Gedanken“ um den eingetretenen Fehler als Real macht. Diese Beispiele illustrieren die Idee; eine eingeklammerte letzte Ziffer steht für „nicht mehr gesichert“. 


1.720(3)+0.001=1.721(3) oder 1.720(3)+0.0001=1.720(3) oder 1.720(3)+0.00(1)=1.72(1)


Gleichungen, verzögerte Auswertung und anderes


Man muss sich stets vor Augen halten, dass die aktuelle Implementation von TERM nur mit einseitigen Termen, nicht aber mit Gleichungen oder gar Funktionen und dergleichen arbeitet. Auch eine spätere Zuweisung an eine Variable mit erneutem Auswerten älterer Ausdrücke ist (noch) nicht möglich.


Während Differenzieren recht einfach zu implementieren ist (nächster Schritt), müssen andere mathematischen Operationen wie Integrieren, Grenzwerte, Reihen usw. wohl noch etwas auf sich warten lassen...


Ausblick: Front-End / Parser / Computersprache


TERM ist „nur“ eine Bibliothek für C++ Programmierer. Gerne würde ich auch eine Schnittstelle für Endbenutzer, ein Front-End, unterstützen. Dies erfordert die Verwendung eines Parsers; dazu arbeite ich mich ua. in lex & yacc ein. Noch in weiter Ferne liegt eine eigene Computersprache, ev. BASIC ähnlich, die das symbolische Rechnen und ev. auch anderes unterstützt. Damit würde das Einführungsbeispiel (Taschenrechnerprogramm) aus Kapitel � REF _Ref320912687 \n �1.1� dann funktionieren...
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